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力学系によるアプローチ：振動現象を具体例として

郡　宏

1. 力学系とは？

物体の位置や状態の時間変化，つまりダイナミ

クスを理解したいときに使用する数学の道具は微

分方程式やマップ (漸化式)などの時間発展方程式

である。その代表例はニュートン方程式

mr̈ = F (1)

であろう．ここで rは物体の座標，mは質量，F

は物体にかかる力である．ニュートン方程式を基

礎とした物体の運動を取り扱う学問を力学 (me-

chanics)と呼ぶ．

しかしながら，我々が記述し理解したいと思う

「移ろいゆくもの」は，ニュートン方程式にしたが

うような物体とは限らない．たとえば，動植物の

個体数 (生態系)，天気，化学反応，さらには，人

間関係や脳など，様々な対象がありえる．このよ

うに時間発展する対象を一般に力学系 (dynamical

systems)と呼ぶ．どのような対象であれ，その時

間発展は原理的には微分方程式で記述できる．力

学系の慣習では，微分方程式を次のように 1階の

連立微分方程式系で記述する．

ẋ = f(x, t) (2)

ここで x は状態変数，関数 f は状態変数と時間

の関数であり，空間微分などの演算子が含まれる

場合もある．ニュートン方程式 (1)のような 2階

の微分方程式も ṙ = v と置くことによって新た

な変数 v を導入すれば，v̇ = F と書けるので，

x = (r, v)> とすれば，式 (2)に含まれる．より

多階の微分方程式も同様である．力学系という日

本語を聞くと力学の一種に感じるかもしれないが，

逆に力学を含む枠組みである．

力学系は数学・物理の 1分野として発展してお

り，そこでは様々な数学的手法が培われている．本

解説では力学系の重要概念や現象理解に役立つ強

力な手法を，いくつかの素材を具体的に取り扱い

ながら解説していこう．

2. アトラクタ

まず，アトラクタから始めよう．アトラクタと

は，適当な初期条件から始めたときに，時間とと

もに接近していく状態のことである．例えば線形

減衰振動

ṙ = v, mv̇ = −kr − γv (3)

では減衰率 γ が正の時，r = v = 0で表される定

常状態 (stationary state)がアトラクタである (図

1)．アトラクタは必ずしも定常状態ではなく，周

期的運動状態や非周期的な運動状態 (カオス)など

もありえる．

アトラクタは，エネルギー保存則の成り立つハ

ミルトン系では存在しない．例として 2次元力学

系を考えよう (図 1参照)．ある時刻 tにおいて相

空間上にある閉じた集合を考え，この集合内の点
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図 1 (a) 調和振動子 (λ = 0) と (b) 減衰振動子
(λ > 0)の軌道．調和振動子については 3つ
の異なる初期条件に対する軌道である．　
グレーの領域は状態の集合で，どのように
時間発展するかが描かれている．

が時間とともにどのように発展していくかを考え

る．この集合は時間とともに変形する．アトラク

タがある場合は，この集合はより低次元の集合へ

と接近し，定常状態の場合は 0次元，周期軌道の

場合は 1次元の軌道に収束する．つまり，集合の

面積は最終的に 0となる．一方，ハミルトン系で

はリウヴィルの定理によって，その集合の面積は

一定に保たれることが示される．したがって，ア

トラクタはハミルトン系には存在しない．

我々の研究対象は，そのほとんどが摩擦やエネ

ルギー供給を受ける散逸系 (あるいは開放系ともよ

ばれる)であり，そこにはアトラクタが存在する．

アトラクタの特徴は安定性である．つまり，系に

なんらかの乱れがあっても，乱れが小さい限りは，

運動はアトラクタの近傍に留まる．したがって系

のアトラクタを見つけ，アトラクタの性質やその

近傍の性質がわかれば，系のダイナミクスについ

てかなりの理解が得られる．

3. リミットサイクル

ニュートン力学系で現れる振動現象の代表例は，

振り子などの自由運動であり，これはハミルトン

系である．しかしこのような振動と生物などで見

られる振動現象の間には大きな違いがある．上述

した安定性である．

次のような思考実験をしてみよう．摩擦のない

振り子を突いてみる．すると振幅が変化し，違う

周期軌道に遷移する．どんなに軽く突いても振幅

は変化してしまい，もとの周期軌道には戻らない．

この意味で振り子の持つ周期軌道はアトラクタで

はない．一方，安静にした状態で，胸を外からぽん

ぽんとたたいてみよう．たたいた直後は心臓の振

動が少しは乱れているかもしれないが，十分時間

がたてば，拍動の振幅が大きく，あるいは小さく

なったような状態には遷移していないだろう．こ

の意味で，心臓の拍動は安定である．同様の性質は

機械式のメトロノームや振り子時計にもある．手

元にこれらがある場合は，その周期軌道が初期状

態によらないこと，また外から乱れを与えても，再

びまた元の周期軌道に戻ることを観察してみよう．

つまり，これらの振動状態はアトラクタである．

散逸系に現れる安定な振動現象は，リミットサ

イクル振動と呼ばれる．2つ例を挙げよう．

3.1 メトロノーム

まずは，メトロノームの安定性の起源について

考察しよう．メトロノームの針の運動は，摩擦に

よって減衰する．しかし針は中央付近を通過する

ときに，運動している方向に弾かれる機構がある．

この力はゼンマイに蓄えられたエネルギーによっ

て与えられている．ここで振動の 1周期でのエネ

ルギーの収支を考えよう．摩擦によって失うエネ

ルギーは，振動の振幅 Aと共に増大する．一方，

ゼンマイから得るエネルギーは，振幅によらずだ

いたい一定であると考えよう．これをグラフにし

たのが，図 2である．振幅が大きいと失うエネル

ギーの方が大きい．だから振幅は小さくなってい

く．一方，振幅が小さいと得るエネルギーの方が

大きい．だから振幅は大きくなる．その結果，エ

ネルギー収支がバランスする交点 A = A∗ に，メ

トロノームは自発的にたどり着くのである．かく

してメトロノームは安定した振幅で振動するので

ある．

次に，メトロノームの運動方程式を構築する．上

述の考察が正しければ，減衰振動子が中心付近を

通過するときに，その運動方向に力が加わるよう

にするだけでいいはずである．減衰項は単純さを

優先し，速度に比例する粘性抵抗を採用しよう．そ

してこれに力 p(r, ṙ)を加えた次の方程式を考える．
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図 2 一周期のエネルギー収支の振幅依存性．交
点 A∗ に自発的に収束し，そこでは得るエ
ネルギーと失うエネルギーがバランスする．
この図では振幅依存性を直線としているが，
交点があればどのような依存性でもいい．

ṙ = v, mv̇ = −kr − γv + p(r, v). (4)

ここで，関数 pがメトロノームの状態変数 rと v

のみ関数であり，時間を陽に含まないものとした

点に注意したい．メトロノームは，針の状態によっ

て力が決まる，いわゆる自己駆動系であり，時間

的にスケジュールされた力が加わっているわけで

ない∗1）．

関数 pは次のようなものが適切であろう．

p(r, v) =

{
p+(r) for v > 0,

p−(r) for v < 0.
(5)

ここで p+(r)は，r > 0のある限られた領域で正

の値を持つ関数であり，p−(r)はそれを反転させ

たもの，つまり，p−(r) = −p+(−r) である．こ

こでは図 3(a)のような関数を仮定する．式 (4)を

数値積分すると，確かにリミットサイクル軌道が

アトラクタとなっていることが確かめられる (図

3)．

3.2 化学反応系

化学反応でも振動性の反応が現れることが知られ

ている．その代表例はBelousov-Zhabotinsky(BZ)

反応なのだが，これは複雑なので，ここではプリゴ

ジンらによって考案されたブラッセレータ (Brus-

selator)と呼ばれる仮想的な化学反応系を紹介す

る1)．ブラッセレータは次の反応式で表される．

*1） 式 (2) で，右辺に陽に時間が現れない系を自律系と呼び，
時間周期的な外力など時間が陽に現れる系を非自律系と呼ぶ．
自己駆動系とは自律系で記述することに他ならない．
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図 3 メトロノームの数理モデルに関して．(a)関
数 p(r, v)．(b)大小 2つの異なる初期条件
からの時系列．(c)(d)大小 2つの異なる初
期条件に対する軌道．周期解 (リミットサイ
クル軌道)に接近していく様子がわかる．

A → X,

2X + Y → 3X,

B + X → Y + D,

X → E.

反応式を見てわかる通り，分子 Aと分子 B は時

間と共に減少していく．しかし，その量があまり

変化しない程度の時間領域を考えるか，あるいは

量が変化しないように外部から供給し続けている

状況を考えよう．各分子の濃度を対応する小文字

で表し，aと bを定数とし，xと y の時間変化に

着目する．質量作用の法則にしたがって微分方程

式を書き下すと

ẋ = a + x2y − bx − x,

ẏ = bx − x2y
(6)

を得る．ここで，反応係数 (つまり各項の係数)は

全て 1と仮定している．

まず定常状態を調べよう．式 (6)で ẋ = ẏ = 0

と置くと，定常解 x = a，y = b/aを得る．この

状態は式 (6)の解として常に存在しているが，安

定解，つまりアトラクタとなっているとは限らな

い．そこで線形安定性を調べよう．まず，微小量

∆x,∆y を用いて，定常状態から少しずれた状態
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を x = a + ∆x, y = b/a + ∆yと表現する．次に，

この x, yを式 (6)に代入し∆x,∆yに対して線形

化すると

ξ̇ = Lξ, L =

(
b − 1 a2

−b −a2

)
(7)

を得る．ここで，ξ = (∆x,∆y)>，Lはヤコビ行

列である．

ヤコビ行列 Lの固有値の実部が全て負のとき，

どのような摂動も時間的に指数関数的に減衰する

ので定常解はアトラクタであり，1つでも正であ

れば不安定解となる．固有値を λとして Lに対す

る固有方程式を解くと

λ =
−(a2 − b + 1) ±

√
(a2 − b + 1)2 − 4a2

2
(8)

を得る．これより直ちに，b = bcr ≡ 1 + a2 を境

に安定性が切り替わることがわかる．b < bcrのと

きは，2つの固有値の実部は負であり，安定解で

あることがわかる．一方，b > bcrでは実部が正で

不安定解である．

さて，定常解が不安定化するとどうなるのであ

ろうか？　まずは数値的に検証しよう．式 (6)で

a = 1.0と固定し，様々な値の bに対して，適当な

初期条件から数値シミュレーションを行った．十

分時間が経過してから，xの最大値と最小値を求

めたのが図 4である．b < bcr = 2.0に対しては定

常状態だが，b > bcrでは最大値と最小値が異なっ

ている．軌道を観察すると，これがリミットサイ

クル振動であることがわかる．このリミットサイ

クルの出現を数学的にどのように説明するかにつ

いて，次節で解説する．

4. 分岐と中心多様体縮約理論

ブラッセレータは力学系の重要な概念である分

岐 (bifurcation) を説明するのに格好の題材であ

る．b = bcrでアトラクタの種類が変化したが，こ

のように解の安定性が切り替わったり，あるいは

新しい解が現れたりするなどして，状態空間に定
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図 4 ブラッセレータの数値シミュレーション．

性的な変化が起こることを分岐と呼び，分岐の起

こるパラメタ値のことを分岐点と呼ぶ．分岐には

様々な種類があるのだが，パラメタの変化と共に 1

組の固有値が虚軸を横切る今回のケースはHopf

分岐と呼ばれる．Hopf分岐は定常状態から振動現

象が生まれる典型的なシナリオである．

Hopf 分岐で定常状態が不安定化するとき，そ

の固有値は複素数なので振動しながら定常状態か

ら離れていく．しかしその振幅は無制限に大きく

なれるわけではなく，系の非線形性によってやが

て押さえ込まれ，線形項に起因する不安定性と非

線形項に起因する安定性の効果がバランスすると

ころでとまる．ここにリミットサイクル軌道が現

れる．

このことを数学的に説明する有用な道具が中心

多様体理論 (center manifold theory)である．

この理論は，分岐近傍にある力学系の挙動が，分岐

に伴って不安定化する小数自由度のモードに実効

的に支配されているという事実に基づいて，力学

系を摂動展開と座標変換によって系統的に標準型

(normal form)に帰着させる (理論の詳細は，例

えば文献2) を参照)．Hopf分岐の場合は次の標準

型が得られる．

ẇ = αw − βw|w|2 + O(w5). (9)

ここでwは複素振幅と呼ばれる複素数の変数であ

る∗2）．α, βは複素パラメタで，その表式は元の力

学系が与えられれば求められる．wは元の力学系の

定常状態付近に現れる軌道を適当に変数変換した

*2） 式 (9) の O(w5) を無視したものは Stuart-Landau 振動
子と呼ばれ，振動現象の研究に頻繁に用いられる．
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図 5 位相差の運動方程式 (13)のベクトル場．

ものである．αの実部は分岐パラメタ µ ≡ b− bcr

に比例しており µ = 0を境に，定常解w = 0が不

安定化する．3次の項の係数 β の実部が正の場合

は，この項によって不安定性が抑えられ，振幅が

O(
√

µ)のリミットサイクル解が現れる．このこと

は式 (9)で w = reiφ と極座標表示すると簡単に

確かめられる．一方，βの実部が負の場合は，3次

の項では不安定性が抑えられずO(w5)の項を考え

なければならない．なお，ブラッセレータの場合

は β の実部が常に正であることが示せ，µ > 0の

ときにリミットサイクルが現れることが証明でき

る3)．図 4を見ると，分岐点近くにおいて振幅が

急激に増加しているが，これは標準型から説明さ

れているとおり，振幅が O(
√

µ)の立ち上がりを

持つためである．

標準型は分岐のタイプによって決まるもので，元

の力学系の詳細によらない．詳細に依存するのは，

標準型のパラメタのみである．今回の例は 2次元

のモデルであるブラッセレータを扱ったが，これ

より高次元のモデルでも同様に 2次元の式 (9)に

帰着する．これは，Hopf分岐では，不安定化する

モードが 2つだからである．この意味で中心多様

体理論は強力な縮約理論である．ほとんどの非線

形方程式は，そのままではとうてい解析的に取り

扱えないのだが，分岐点近傍に限れば標準型に帰

着させられ，アトラクタとその近傍の性質を解析

的に取り扱える．

5. 位相縮約

振動現象に対する縮約理論には，重要なものが

もう 1つ存在する．位相縮約である．この理論に

よって導かれる方程式を位相方程式 (あるいは位

相モデル)と呼ぶ．位相縮約は，振動子が弱い外

力を受けているときの動的応答や，複数の振動子

が弱い相互作用を持つときに現れる集団挙動の解

析に威力を発揮する．ここではリミットサイクル

振動子が周期外力を受けているときにおこる同期

現象を例に位相縮約の有用性を解説する．

リミットサイクル振動子が外力を受けている状

況を次のように記述する．

ẋ = f(x) + εp(t). (10)

ここで εは外力の強さ，p(t)は一般的な時間の関

数で，後で周期外力を仮定する．εが小さいとき

は，εの最低次で次のような位相方程式に縮約さ

れる3, 4)．

φ̇ = ω + εZ(φ) · p(t). (11)

ここで φ は 0 ≤ φ < 2π で定義される振動

子の位相，ω は固有振動数，Z(φ) は位相感受関

数 (phase sensitivity) と呼ばれる 2π 周期関数

である．ω はリミットサイクル軌道の周期 T か

ら ω = 2π/T と求まる．一方，Z(φ) は外力に

対する位相の線形応答率であり，リミットサイク

ル軌道とその近傍の性質によって決まる関数で

ある．式 (9) で記述される Stuart-Landau 振動

子に対しては Z(φ) が解析的に求まる．式 (10)

と形式を合わせるために x = (Re w, Im w)>

と置く．Stuart-Landau振動子の位相感受関数は

Z(φ) = c1(cos(φ + θ1), sin(φ + θ1))> と計算さ

れる3, 4)．ここで c1, θ1は定数で，αと βの関数と

して求まる．外力として c2, θ2 をパラメタとする

周期外力 p(t) = c2(cos(Ωt + θ2), sin(Ωt + θ2))>

を考えよう．すると

Z(φ) · p(t) = −c sin(Ωt − φ + θ) (12)

を得る．ここで cと θ は定数で，c1, c2, θ1, θ2 の

関数として求まる．

式 (11)，(12) で表される系の挙動を調べよう．

∆φ = Ωt − φと置くと

∆φ̇ = ∆ω + κ sin(∆φ + θ) (13)

数理科学 NO. -23561, XXX 0000 5
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図 6 周期外力を受けたときの平均振動数．

を得る．ここで∆ω = Ω − ω, κ = εcである．一

般性を失わず，κ > 0と仮定する．式 (13)は 1次

元力学系であり，その解と安定性は図 5のように，

∆φ̇を∆φの関数として表示するとわかる．∆φ軸

上の矢印は∆φ̇の符号によって決まる∆φの発展

方向であり，ベクトル場と呼ばれる．∆φ̇ = 0の

解の有無により，定性的に異なる 2つの状況があ

る．(A)の場合は安定解と不安定解が 1組存在し，

一般の初期状態に対して安定解∆φ∗ に収束する．

このとき，振動子は周期外力の振動数と同一の振

動数を持つ．このような現象を振動数同期と呼ぶ．

一方 (B)では，そのような状態が存在せず，位相

差∆φは時間と共に大きくなり続け，振動数同期

は起こらない．

振動数同期の条件は，式 (13)の右辺が 0となる

解が存在することである．| sin(·)| ≤ 1 であるこ

とに注意すれば，κの臨界値

κcr = |∆ω| (14)

が求まる．κ > κcr のとき振動数同期が起こる．

κ > κcr で存在している安定解と不安定解 (図

5(A))は，κ = κcr で対消滅し，これによって状

態空間に定性的変化が現れる．この分岐はサドル・

ノード分岐と呼ばれ，様々な対象に対して頻出す

る重要な分岐である5)．

振動数同期していないときの振動子の平均振動

数 〈φ̇〉 は次のように求めることができる．φ =

Ωt − ∆φ より，〈φ̇〉 = Ω − 〈∆φ̇〉 である．同期
してないときには∆φが周期運動していることに

注意する．その周期を τ とすると，ω < Ω − κ

のときは 〈∆φ̇〉 = 2π/τ，ω > Ω + κ のときは

〈∆φ̇〉 = −2π/τ である．式 (13)を 1周期で積分

すると

τ =
∫ 2π

0

d∆φ

∆ω + κ sin(∆φ + θ)
(15)

となり，図 6の結果が得られる．

一般のリミットサイクル振動子に対しては，式

(11)に対して，さらに平均化と呼ばれる近似4)を

行うことにより，式 (13) の右辺が別の周期関数に

置き換わった位相方程式を得る．すると後は同様

の議論ができ，同期現象が同様な条件下で起こる

が示せる．式 (10)の一般的な記述をそのまま扱っ

ていては，同期の条件を示すのは困難である．

6. おわりに

力学系による現象理解の方法，つまり，対象の

モデル化，分岐解析，数値解析，運動方程式の縮

約 (簡略化)と解析，について力学系の基礎概念の

紹介を交えながら解説した．

最後に，より詳しく勉強されたい方のためにい

くつか文献を紹介する．力学系の入門書としては

文献5) をおすすめしたい．分岐やその標準型につ

いてもわかりやすく紹介されている．また，振動

現象に対する縮約理論に関しては文献4) にわかり

やすく解説されている∗3）．
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